QUANTIZZAZIONE DEL CAMPO ELETTROMAGNETICO

PIERFRANCESCO URBANI VALERIO ASTUTI

La densita di lagrangiana per il campo elettromagnetico ¢ data da

1 |E|* - |BJ?
1 L=—-=F,F" = .
M 1 F -
Il campo elettrico e il campo magnetico possono essere espressi, nella gauge di Coulomb, attraverso
_, 94 Lo
2 EF=—-—— B= A
(2) o V x
dove
®3) V-A=0.

Se il sistema é racchiuso in un volume finito e imponiamo le condizioni periodiche al bordo allora il potenziale vettore pud
scriversi in serie di Fourier

(4) /T = Z [GE T(t)elgreig'z + a% T(t)éz‘re_ig'f T = 1, 2.
E,r

Ne segue che, imponendo la gauge di Coulomb

(5) k-ep=0.
Calcoliamo ora il campo elettrico da questa espressione per il potenziale vettore:
. 0A . BT | ex oy —iRE
(6) FE = —a = — Z [G’E,r(t)elzrez z + aE,T(t)egTe ¢ ac:|
E,r

Il campo magnetico é invece dato da

—

@ B=VxA= ZZ [aE,r(t)]; X eﬁreig.f —al (kX € eﬂk'f] .
E,r

A questo punto calcoliamo la lagrangiana del sistema

E|? — |B)?
(8) L:/ 1EF 1B s,
v 2

L’integrale sul campo elettrico dal
11 |E_:‘2d3 1 d3 . ik-@ . % «  —ik-& Lk ok —ij-T . iy
(11) —dz=3 E z|(ag epe” " +ag €x.€ (67 .65, + a5 €5.€ =

Jv = Jv

k,j,r,s
(12) 71‘/ G e € Bt dn e € e b o AR € € Ge b dh e € en o] =
=3 E: O r07 s€kr " €5s98,7 T OF,r 07 sk " €5s9%,—F T OF 07 €k~ €559, —F T O 05 s~ €598 7| =
E.j,ms

(13) —lV 4 en i ae - e NPT S LAt g (D)€ e ] =

- 2 ak,'rak,sek'r “€ks ak,'r‘afk,sekr "€ fs al;,rafl;,sel_c‘r T€_ R a’E,rak:,S €ir " CEs| T

k,r,s
(14) _lv s .k " e e o _
- 2 § : ak,raE,sekr : el}'s + ak,raE,s€kr : EES + ak’,rak,seﬁr "€k + al;,rak,sgfc’r TCEs| =
E,r,s
* N *
(15) =;V § : [aE,raE,s +aE,raE,s + a’l;,ra’lg,s +aE,raE,s 5T5 -
Er,s

1Si fa uso delle seguenti relazioni

3 i(k+))-@ _ Lo
(9) /v d’ze = Vék?j
(10) GL.=ag, G pn
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(16) =Y g, a5, +ap iz -

k,r

Calcoliamo ora l'integrale per il campo magnetico?

(18)
s |B? 1 3 - FE e T e —ikE e 2 i@
. d T =3 AE . d’x E [(a,;yrk' Xepe" " —ap kXepe ) . (a;.’sj X ez e — a3 .J X €€ )] =
k.5 k.7

] , 03758

1 . 7 R - -
(19) = §V Z [a,ara;’s(k X 61_57‘) . (] X E]?S)(;EJ‘ — aE,raf,s(k X GET) . (] X 63‘3)51-57_;—&-
(20) —ag a5 (k% eg,) (5 x €5,)0p _7+ag a7 (kxe) - (J % 653)5;;,;} =

1 * P P * e T
(21) = 5V Y ar,ap  (F x e) - (F x €, +aga_g (B x eg,) - (R x e_g)+
Firs
(22) +af,at g (B e) - (B x € ) +af ag (B x e, (F x e,)] =
1 .
(23) SV k6 [a;;,ra;;,s +ag 05+ ag 05 T ag GE] =
l_c‘,r,s
(24) =V Y IR [ag, 07, +af ar.,] -
Fr

Ne segue che la lagrangiana é data da
(25) L=3"V [ag, 0a}, (0 +az, (Dag () = 1R (g, (Oag () + af  (Bag )] -
Er

In realta la lagrangiana scritta non é del tutto corretta. Il formalismo di Lagrange impone che tutti i vincoli a cui devono
sottostare le variabili dinamiche debbano essere rimossi nell’espressione della lagrangiana. Nella formula (25) il vincolo
(10) non ¢ stato rimosso. La lagrangiana corretta & quindi semplicemente data da

(26) L=Y"2V [ag, (a5, (8) + az, (Oag ,(0) = B (ag, (0af () + af,, (Dag,, (1)) |
kr
dove i indica che si somma solo sui vettori k a componenti non negative. Calcoliamo ora le equazioni del moto
(27) d oL _ 0L d oL _ 0L
dt Oagr  Oakr dt oay, — Oaj,
Prendiamo la seconda delle due equazioni
oL
2 =4Vax
( 8) aazr a’k,r
oL =0

2 = —4|k|" akr

(29) Gz = AP

Per cui ricaviamo che

(30) 'C'LEJ. = 70.);%&,;’7, w;% B |/::’|2 .

*

La soluzione piu generale di tale equazione & data imponendo la condizione per cui a;

=0a_j,.¢€ quindi puo essere scritta
nel seguente modo

(31) ag, =N (c,;refm + cigre“’j

dove N & un opportuno fattore di normalizzazione. Applichiamo ora il procedimento di quantizzazione canonica. Calcol-
iamo i momenti cinetici coniugati

(32) T,

2Si fa uso della relazione

(17) @xb)-@xd =@ b d-@ @ o
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e imponiamo quindi le regole canoniche di commutazione

33 ap T | =1
( k,r k,r
(34) lag,..ak | =0
che devono essere relazioni valide ad ogni tempo. Calcoliamo la prima:
(35) [G,Em,ﬂ']-c"r} =4V N%iw [CETe_iwt + cigreiwt, c}%reiwt — cflgre_m} =

2. T T —2iwt T T 2wt | _ -
(36) 4V N iw { [CET, CET] + {C—Ew C—Er] — [c,;T, c_,;r] e + [C_ET, CEr] e } =1
da cui ricaviamo che, poiché tale relazione deve essere valida ad ogni tempo

— | AT i _
(37) [ e r) = [eh el ] =0
e quindi che
2
(38) N { ez, e |+ [e g ]} =1
Dall’altra regola di commutazione si ricava che
Tl = T
(40) [c,;r, CEr] = [c_,;r, C_ET]
per cui la (38) diventa
2
(41) 8VN-w [c,;r, clgr} =1
da cui ricaviamo che se imponiamo
(42) [CET, CL-T} =1
deve essere che
1
43 - -
(43) 2V 2wV
Calcoliamo ora il potenziale vettore in termini degli operatori di creazione e distruzione cl. , ¢z Si ha:
g kr kr
(44) A= [ag, Weg,e™ + ap  (Heg,e 7] =
Er
1 —iw iw ik-& iw —iwt) * —ik-Z
(45) = Z Woms [(c,w f 4 cigre t) epe” "t + (c%re ‘'t ge t) €€ ] =
E,r
1 —ikh x ikk

(46) = Z ST [CETEI;Te T +C:;T€;;rel x“] .

E,r
Calcoliamo ora I’hamiltoniana. Il calcolo puo essere fatto in due modi diversi. Il primo consiste nel fare la trasformata di

Legendre della lagrangiana; il secondo invece coivolge direttamente I’espressione per ’energia del campo elettromagnetico.
Seguiamo per comodita la seconda strada

an w= [ EEEER G S o ar, 0+ 67, 0g, 0+ (0, (0t () + ai, (0az., ()]

Calcoliamo preliminarmente

* 1 W —iw
(48) ap,. = (c}%re ‘'t ge t)

242wV

W

49 af _ (C* efiwt — eiwt)
( ) k,r 2\/m kr —kr

R —iw —iwt T iwt
50 az :7<c~e —c' e )
(%) B = oy i

Ne segue quindi che

_ w —iwt i iwt —iwt iwt —iwt iwt —iwt i iwt
(51) H=>)" 3 K%e i _ ot e ) (%e ot g ) n (Czre iw _CT_ETGW) (CM b of g > N
Er
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iwt T iwt —iwt T iwt —iwt —iwt
€ ) (CET.e +c_g.e ) + (C;;,.e +c_g.e ) (ckre +c

w T
= Z 3 (2 {CET, cL.T} + 2{07,&, 67ET}> =
kr
_\Vv Tl t 1
O N D CE
kr

+
—kr

~ €

)=



