MODELLO AD ELETTRONE QUASI LIBERO

PIERFRANCESCO URBANI

Si vuole discutere il modello di un cristallo in cui il potenziale periodico puod essere trattato come una piccola perturbazione
all’hamiltoniana di elettrone libero. Supponiamo quindi che ’hamiltoniana imperturbata sia proprio
m -
(1) Hop=——V?
2m

e la perturbazione sia il potenziale cristallino, periodico sul reticolo di Bravais

(2) V(@) =V (7+E) R =n1dy + nods + nads .
Supponiamo che il volume del cristallo sia

3) Q = N1 N2N3v

dove N1, No e N3 sono il numero di celle per ogni direzione del reticolo di Bravais e v é il volume della cella primitiva. Poiché il
,
potenziale é periodico possiamo scomporlo in serie di Fourier tridimensionale:

(4) V) =Y Vg
R

dove

5) Ve=1

/V(F) e RT3
vy

Determiniamo le condizioni a cui deve soddisfare il vettore K. Dalle condizioni per la periodicita del potenziale si ricava che

K K
ne segue che deve essere
(7) KB =1
da cui si ricava che se esprimiamo K sulla base sei vettori del reticolo reciproco
(8) K = 04151 + azgz + 04353 a; - Ej = 271’51‘]‘
deve essere che
(9) (a1, a2, ag) € 73 .
Determiniamo ora le autofunzioni dell’hamiltoniana imperturbata. Tali sono le funzioni
1 7=
10 = (F) = —=¢'FT
(10) v ()= 5
in cui, se imponiamo le condizioni di Born-von Karman, vediamo che il vettore k deve essere della forma
e o1 o2 o3 3
11 k=—a + —dos+ —a s s e Z.
(11) Nt N, Rt (o1, 02, 03)
Verifichiamo che tali funzioni d’onda sono autostati dell’hamiltoniana imperturbata. Si ha che
0 1 .p= N R 0% 1 .= - N2 1 g
12 — T = (k . z> —thT — kT = (k . z) — etk T
(12) oz Vo N 922 V0o va
e analogamente
82 1 7. SN2 1 r 82 1 .z 2 N2 1 7
13 7761107‘: (k ) 76’Lk'7‘ 776’Lk'7‘:7(k_)\> 761k»r
= oy? VQ VA 922 V4 Vo
dove 27 j e ) sono la terna cartesiana di vettori unitari di base. Ne segue che
K2 o2 o2 oo\2 2 -2
(14) Hovg = -5~ (kz) +(k~j) +(k;.,\) zp,;:—%‘k‘ b
Applichiamo ora la teoria delle perturbazioni per calcolare le correzioni agli autovalori dell’hamiltoniana. Si ha che
2
(el V (™) [vg)]
(15) ABg = (Y| V(@) [og) + 3. —
o G k
F#k

Naturalmente la teoria delle perturbazioni non degenere fallisce drammaticamente quando € applicata a stati degeneri visto che il
denominatore nella (15) si annulla. Nel caso in cui ci sia un insieme di stati degeneri allora occorre diagonalizzare la matrice del
potenziale cristallino; gli autovalori costituiscono le correzioni al prim’ordine dell’energia dei livelli imperturbati. Supponiamo quindi
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che, ad esempio, 1%1 e w,;2 siano due funzioni d’onda degeneri cioé che |I_c'1|2 = \Eg|2. Per calcolare le correzioni all’energia dobbiamo
calcolare gli elementi di matrice di V. Si ha quindi che

(16) (g, |V @ |wz, ) = é/QV(F) eiFa—ka) 73 — ézﬁ VgLei[K*(E1*52)]‘?d3F.

L’unico accorgimento che dobbiamo ora adottare nell’effettuare ’integrale riguarda le coordinate di integrazione. Eseguire ’integrale
in coordinate cartesiane ¢é difficile. Quello che conviene fare invece, é sfruttare la simmetria del reticolo di Bravais ed integrare in
coordinate reticolari. L’integrale si trasforma nel seguente modo

(7) (ve, |V @O lor,) = 5 X Ve [ elRe Rl
(18) - %%: VKJ/ONI dz1 exp {27riz1 |:a1 _ (‘”N;l“’l)] } .

[t~ (252 s~ (252)]

dove J ¢ lo jacobiano del cambio di coordinate che nel nostro caso é pari al volume della cella elementare v e o; e w; sono le coordinate
dei vettori k1 e ko

3 3
- o -
(20) k1 = E Z‘ a; ko = E
i=1""" i=1

Da queste considerazioni segue che, poiché Q = N1 N2 Nsv,

3 1 Ny X Ony — W
“ N e N L 1§ A I e}
svolgiamo l’integrale

(22) N% /O.Nw dzy exp {2m'z7 [a.y - ("”]\;‘“Vﬂ } &P {;Z E@z: = EZ: :::;}} -
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_ . sin [7 [Nyay — (o 7w)ﬂ_
(23) = exp{mi [Nyay — (04 — wy)]} . [ngﬂ{’i (071 ww)w] = 5Nwa7,(aﬂ, —wy) "

Ne segue che ’elemento di matrice é dato da

(24) (vz,

V() ’w1€2> = Z VRON a1,(01-w1)ONzan, (03 —ws)ONzag, (o3 —ws)
K

cioé, si ha che

(25) <w,;1

V@ |vg,) = > VROR, (ko) -
K

L’ultima uguaglianza equivale a dire che si ha uno split dei livelli energetici solo nel caso in cui

Lo o 2 2 L2 I
(26) K=k — ks — ‘]{32‘ I‘kl‘ +‘K2‘ —2k1 - K
da cui ricaviamo che

ks
(27) k1 -K= 5

che ¢ la condizione de von Laue.



