DIFFUSIONE DELLA LUCE

PIERFRANCESCO URBANI

Si discute la trattazione quantistica dell’effetto Raman. Tale fenomeno é dovuto allo scattering della radiazione da parte di un
sistema molecolare. Ne segue che esso é un fenomeno di diffusione e cioé al secondo ordine nella matrice di scattering. Supponiamo
di avere un sistema descritto dalla seguente hamiltoniana
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(1) H—2—M+V()

Ad esempio, tale hamiltoniana potrebbe descrivere la parte nucleare di una molecola biatomica in cui é stata utilizzata ’approssi-
mazione di Born-Oppenheimer. L’accoppiamento con il campo elettromagnetico é descritto in QED dalla sostituzione minimale
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(2) i
dove il potenziale vettore viene preso nella gauge di Coulomb definita da
(3) V-A=0.

La nuova hamiltoniana é data da
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In approssimazione di dipolo, il primo termine del potenziale di interazione é proporzionale al momento di dipolo del sistema

Vogliamo ora descrivere un processo in culi si si parte da una configurazione in cui é presente un fotone iniziale e si arriva ad una
configurazione in cui é presente un fotone finale. In questa descrizione faremo uso della quantizzazione del campo elettromagnetico
per cuil
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(7) A= Z E [Ck’rﬂcrt?ﬂk} T4 C};rfkrelk} T r=1,2 |k| = wg
e il campo elettrico é dato da
(8) — [CkTEkTe—iwkteik-f _C;;T&kreiukte—ik-f] .

La serie di Dyson per il processo in esame puod essere scritta nel seguente modo?

J
(9) 1+Z (= l)’/ / H dto | T ] Hi(t)
j=1 ~y=1

Valutiamola fino al secondo ordine

(10) Ut)=1— z‘/ot dty HY (1) — %/Ot dt, /Ot dtaT {HY(82) ) (t2)} =
() =i [ [ A ] - [ 7) (Ae2) 7))

GIli stati iniziali sono dati da
(12) i) = |Ei) |k, w, h)

dove con |E;) si é indicato il fatti che il sistema “molecolare” si trova in un autostato ad energia E; dell’hamiltoniana imperturbata
e con |k,w, h) il ket iniziale del campo elettromagnetico (h ¢é ’elicita del fotone incidente che in laboratorio pud essere controllata
dettagliatamente con 'uso di polarizzatori). Analogamente gli stati finali sono dati da

(13) (fl = (K, o', 1| (E;|

Valutiamo ora ’ampiezza di probabilitd di transizione tra questi due stati:

(14) cz_,f:—z/ dt1 (k' ', b'| (Ef| |- A P+ |AP2| |E:) |k, w, h) —
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ILavoreremo da ra in poi in unitd naturali in cui A = ¢ = 1. Inoltre trascureremo tutte le costanti inesenziali per la descrizione della fisica del
processo. Prenderemo inoltre il volume del sistema unitario.

21 pedice I nella formula indica che stiamo lavorando in rappresentazione di interazione mentre & stato indicato con 7 l’operatore di ordinamento
temporale.
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(15) 2Mc2/ dt1/ dta (ko 0| (B T { (A1) - 5) (A(t2) - 5) } 13} Iy, )

Valutiamo il primo pezzo del primo integrale. Tale addendo ¢ lineare negli operatori di crezione e distruzione del campo elettromag-
netico per cui descrive solo processi di assorbimento o emissione in cui cioé il numero di fotoni nello stato iniziale e finale cambiano.
Tale termine quindi non pud dare contributo all’ampiezza di transizione. Il secondo termine del primo integrale invece non contiene
nessun operatore relativo al sistema; ne segue che é proporzionale a

t ~
(16) / dty (K, ', 1| (E¢| |A]? | B;) |k, w, h) o< §(w’ — w)S(Ef — B;)M(k — k)
0
ed é quindi relativo allo scattering Rayleigh. Valutiamo quindi il secondo integrale che contiene ’effetto Raman
t t R .
(17) / dty / dta (Ko, 1| (| T (A02) - 5) (A(t2) ) }E2) by, ) o
0 Jo
(18) / dtl/ dtz (Ko’ 1| (Ey| ( (t1) - d,) (E(tQ) . J}) |E;) |k, w, B) =

t ty . . . P o
(19) :/ dtl/ dtz/dgf w h/ Ef{ (Z W, {Cmre—zwmhezmm _ C;rnrezwmtl efzm»z} Emr - dI) .
0 0

(20) : (
ls

Gli unici due elementi di matrice che ci interessano sono quelli relativi alla distruzione del fotone iniziale e alla creazione del fotone
finale e cioé

{clsefiwltgeild‘ B C;rseiwltge—il-f] - .d1> |E:) [k, w, h)

(21) et prcrn (e - d)(ern - dr)

(22) Ckhcz/h/(ekh dr)(egrp - dr);

tali termini descrivono i due possibili diagrammi di Feynman del processo. I particolare il primo descrive la storia relativa all’assor-
bimento del fotone iniziale a cui segue uno stato virtuale che decade con I’emissione del fotone dello stato finale; il secondo invece
descrive un processo in cui viene emesso il fotone dello stato finale, il sistema evolve in uno stato virtuale e poi decade sullo stato
finale assorbendo il fotone dello stato iniziale. Scriviamo la matrice S per tale processo

et t R R ) oz o o
(23) Sfi)f( \Z%/O dtl/o dtz /d?’f [<Ef| <(Ek/h’ ~dr)(ern 'd1)> etz et gi(k k)T

(24) + ((exn - dn)(ewns - dp)) e 12t i =7 | gy |
L’operatore di dipolo in rappresentazione di interazione é dato da
(25) J‘I _ 61H02Je—iH0t

dove Hyp é I’hamiltoniana imperturbata del sistema. Inseriamo ora nella (23) due volte 'operatore identita sullo spazio dei ket del
sistema. Quello che ricaviamo &

(26) S0« == / dt / dt / 7Y [ FF (e - dT™ (1)) epn - A (1)) ) e el g
(27) el F BT (e - dT™ (02)) (eons - ™) (82))) € 12t |

dove

(28) 4™ = (E;| dy|Em) = €imt (Bf|d|Ep) = €<5mtdy,  wim = By — Em

(29) &) = (Bp|dy |Ei) = e im? (B | d|Ei) = e ™imtdy;  wim = Ei — B .

Svolgiamo ora gli integrali.

(30) 5@

i (t) o \/—Z/ dtl/ dtz/d%[ HR=FD) il pm et g =iwim +)t2 <(€k'h’ dfm)(ern + dm )) +

(31) iR —E) @ gi(w pm+w)ts o —i(wim —w)t ((fkh 'me)(ek’h’ .J’mi)ﬂ
L’integrazione in t2 porta a

(32) SE) (1) o

ik k)& ((%W ~dym)(exn - Jmi)) Ci(K —F)-& ((Gkh dm)(eprps - d
+

Wim +w Wim, — W’

(33)

/ dt1 f(Ey, Ej,w, w')

La probabilita per unita di tempo é data da

(34) L2152 o «

2
dt dt ‘ ‘
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T TN = - - o Y. 2 ke ' 2

o [ €F O (s - dpm)ewn - dm)) € BT (e - dpm)ewns - dini)) | o

(35) o ww’ Z/ddf + / dt1f(Ef, Ej,w,w')
po Wim +w Wim — w’ 0
Il modulo quadro dell’integrale, per ragioni dinamiche non pu() che dare la conservazione dell’energia®. Ne segue che
ar (2)
36 el t ‘
( ) dt dt 1_>f( ) X
- N . T o o 2

5 i =) ((ek’h’ “dym)(ern - dmi)) ek —h) 7 ((€kh “dfm)(€nns 'dmi)>

(37) o< ww’ Z/d_‘ + ; W +Ef—w—E;) =
Wim +w Wim — W

(38) = ww'|Vy|?8(w’ + Ep —w — E;)

dove

S FRF (e dpm)enn - dmi)) @ F R (e - dpm) (e - dimi))
_l’_

Vi :Z/d3f

™ Wim +w Wim — w'
Ne segue che la sezione d’urto ¢ data da
39 8%0 ww' pi|Vigs 25(w' + Ef —w—E;) | &Pk ww' p;i| Vs 25(W' + Ef —w— E;) | w?dw’dS
f f f f
if if

da cui si ricava che
920

40 _—
(40) dw'dY

ww'? Z ww’ | V28w’ + Ef —w — Ej)

if
dove p; ¢ la distribuzione statistica degli stati iniziali mentre il fattore d3k’ é proporzionale alla densita degli stati del fotone nello stato
finale. Vediamo che la formula finale riproduce correttamente I’andamento semiclassico che da una dipendenza da w?. Dall’elemento
di matrice Vy; € possibile stabilire le regole di selezione per il Raman. Infatti all’interno di tale elemento di matrice si riconoscono
gli elementi di matrice dell’operatore d che, nel hnguagglo dei tensori sferici, ¢ un tensore sferico di rango 1. Ne segue che, per il
teorema di Wigner-Eckart gli elementi di matrice di e- d sono non nulli solo quando? AJ = +1. Tuttavia nella matrice Vi compaioni

o prodotti degli elementi di matrice dell’operatore € - d. Ad esempio compare il prodotto

(41) ((eprns - dgm)(ern - dno))
che ¢ non nullo se si verificano queste due eventualita
(42) Adp; = %1 Adpy = £1
che si riducono a
(43) AJyp; =0, £2.
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si omettono i passaggi chepossono essere eseguiti esplicitamente
4Questa regola di selezione & analoga a quella per la spettroscopia atomica.



