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1 Molecola ciclica a N atomi identici

1.1 Teorema preliminare

Sia A un operatore unitario e sia A un suo autovalore. Allora [A\| =1 = A = €.

Dimostrazione: Se A & un operatore unitario allora AAT = ATA = 1. Sup-
poniamo che |A > si un autoket di A cioe risulti che A|JA >= A|X >. Allora si
ha che valgono le seguenti relazioni (il ket |A > & normalizzato):

< AMATAN >= |\
ma poiche A & unitario,
< MATAN >=< AA>=1

da cui segue immediatamente che [A|2 = 1 cioe che A = € c.v.d

1.2 Molecola poligonale

Supponiamo di avere N atomi identici disposti in modo da formare un poligono
regolare a N lati. Sia |n >una funzione d’onda centrata sull’ n-esimo atomo della
molecola poligonale. Si definisce 1'operatore di rotazione RZﬁﬂ' quell’operatore
tale che

Raz|n >=|[(n+1) mod N >

Poiche ’hamiltoniana, data la simmetria del problema, commuta con tale op-
eratore di rotazione, gli autostati dell’operatore hamiltoniano devono essere per
forza anche autostati dell’operatore di rotazione. Per costruire un autostato
dell’operatore di rotazione partendo dalla base dei ket |n > si puo scegliere di
prendere il seguente ket

N
|0 >= Zew"\n >
i=1

Tale stato ¢ autoket dell’operatore di rotazione. Infatti si ha:

N N N
R%’w >= ZeiQnR%‘n >= Zei9n|(n+ 1) mod N >= efiazeienhl N

i=1 i=1 i=1



con la condizione al bordo data da:

21k
NO = 2nk 0= —
TR = N

Esistono quindi N autofunzioni. Valutiamo ’energia sugli stati appena descritti.
Supponiamo che gli elementi non nulli dell’hamiltoniana siano solo i seguenti:

< n|Hn >= Ey

<nzx1llHn>=-A

da cui segue che
Hn >=Epln > -A(ln—1> +n+1>)

si ricava quindi che:

N N
HI0>= e Hln >=> " e™[Epln>-A(ln—1>+[n+1>] =

i=1 i=1
N N

=k Z e n > —A(e™" 4 €'?) Z e n >=
i=1 1=1

= (Ey — 2Acos(0))|0 >

da cui si vede la relazione di dispersione che lega il parametro 6 all’energia ad
esso corrispondente.

2 Reticolo monodimensionale infinito

Supponiamo di espandere il raggio medio della molecola poliatomica ciclica au-
mentando il numero di atomi della molecola stessa. Allora 'unica differenza con
quanto detto prima sta nel fatto che occorre rimpiazzare le seguenti scritture:

o

IS

Ry — 7(a)

dove a & il passo della catena monodimensionale e 7(a) & 'operatore di traslazione.
Inoltre la relazione che prima discretizzava il valore di € ora non ¢ piu valida
visto che, poiche N — oo, i valori di # accessibili risultano essere il continuo
tra [—m, 7[. Introducendo il parametro k legato a 6 da ka = 6 si ottiene che
k € [-Z,Z[. Tale parametro risulta comodo nel descrivere efficacemente la fun-
zione d’onda complessiva, cioe la funzione d’onda che ¢ autostato dell’operatore
di traslazione. Sia infatti:

< zlr(a)|0 >= e < x|k >= e ey (x)



<z|t(a)|d >=< x — ald >=Yi(z — a)

Ne segue che .
Ur(z — a) = ey (z)
Uiz — a) = e”*y ()
Ponendo 5, (z) = e*®uy(z) si ottiene una condizione di periodicita per la
funzione uy (x)
u(z — a) = u(x)
che rappresenta ’enunciato del teorema di Bloch. Ritornando al caso della

catena lineare monoatomica infinita, la relazione di dispersione per ’energia &
data da:

T
E(k) = By —2Acos(ka) k€ [—7, 7[
a’ a
ad questa relazione € possibile ricavare la densita dei livelli energetici. Tut-
tavia occorre fare delle considerazioni preliminari sulle procedure di integrazione.
Poiche il numero totale dei livelli energetici € infinito, occorre trovare un senso

all’integrale
/ " dk

che ovviamente non conta il numero di livelli possibili visto che questi sono
infiniti mentre il risultato dell’integrale & esattamente %’T Occorre quindi dargli
un senso. Per fare cio andiamo in analogia con il caso ad N finito. In tale caso

si ha che la quantita
1
v =1
i=1

¢ la densita di livelli per numero di atomi coinvolti nella catena. In modo analogo
a [a
— dk =1
2w _/_1

7
R

27T _m
a

per cui

da il numero di livelli, normalizzati sul numero di siti, per cui k£ < 5 . Quello
che si puo fare ora € esprimere k in funzione dell’energia per ottenere la densita
di livelli di energia per sito. Infatti, dalla relazione di dispersione si ricava che

1 Ey—E
E = — _—
k(E) _arceos ( 5 )

da cui:

w11
dE—a\/4A2—(E0—E)2




Quindi si ha che

Bot2a g 1 1
N(F) = 2/ —= dE =
Bo—2A 2T a \/4A2 — (Ey — E)?2
Eo+24 1 1
- iE
Ho—2a T \/4A2 — (Ey — E)?

da cui
1 1

™ /iIA* —(E, — E)?
Se si desidera trovare la densita per unita di lunghezza basta dividere per a. Se

si considera anche la degenerazione di spin allora la densita complessiva degli
stati e data da:

9(E) =

g 1
T /A2 — (B — B)?

g(E) =

3 Modello a elettrone quasi libero

Supponiamo di avere un reticolo monodimensionale di lunghezza [ grande ma
finita. Supponiamo che I’hamiltoniana elettronica sia quella di particella libera.
Supponiamo che il reticolo sia immerso in un potenziale di periodicita L con
L <« l. Supponiamo di dare alle autofunzioni dell’hamiltoniana imperturbata
(che poi sono le autofunzioni dell’impulso), le condizioni di von Karman al bordo
dell’intero solido. Esse sono: v

61’2%:0

Vi

Poiche il potenziale & periodico sulla cella di lunghezza L si puo sviluppare in
serie di Fourier

lj >=

V(z) = i Vet it

g=—00

dove i coefficienti di Fourier sono ottenuti tramite:

1
ngz/

La soluzione esatta del problema si puo cercare sfruttando il principio vari-
azionale. Sia
[ >=> e;li >
J

Il problema di Schrodinger € equivalente a trovare il minimo del funzionale

¢ =<YlH[p > -\ <P >

ot~

V(w)e_i%Tg””dx

ot~



sotto il vincolo di normalizzazione < ¥|¢p >= 1. Minimizzando si ottiene il
determinante secolare:

det (< j|H|]/ > —)\(Sj’j/) =0

Ovviamente diagonalizzare una matrice infinita & un po problematico. Si puo
quindi affrontare il problema di Schrodinger tramite la teoria delle perturbazioni.
Occorre pero osservare che gli autostati dell’hamiltoniana imperturbata sono
degeneri a coppie visto che i ket |j > e | — j >sono entrambi autofunzioni del-

I’hamiltoniana Hy = & (& stata scritta in unita atomiche). Si procede in due
passi. Prima di tutto si calcola la variazione di energia al secondo ordine per
I'insieme di autostati non degeneri, tenendo conto che la teoria delle pertur-
bazioni sulle coppie di autastati degeneri mi dara un ulteriore split in energia.

La variazione di energia al secondo ordine del livello j-esimo ¢ data da

I <jlvli >
AE; =<j|VI]j > +Z%
Iz J 3’

dove:
<jlVlji>=W

. s
o (f—
i W(Jl 3 4

1
1 [2
<JV0j' >= = V(z)e™ dx =

l

1
2
l
V. 2 i[a_G=i)
:j:i e?ﬂz[L 7 ]Idiﬂ
I J_.
g 2

da cui si vede che V};» dipende solo dalla differenza j — j' per cui lo shift in
energia e lo stesso per ogni livello j. Quello che occorre fare ora & applicare la
teoria delle perturbazioni per stati degeneri agli autostati |j > e |—j >. Occorre
quindi diagonalizzare la matrice 2 x 2 del potenziale V' sugli autostati |j > e
| — j >. L’equazione secolare che si trova ¢ la seguente:

(Vo=A)? =1 <jlVI=j>=0

da cui:
A=Vo x| <jlV]—=j>|

Valutiamo ora < j|V| — j >. Come scritto sopra si ha:

l
V 2 [ g 3
<jlVl—j>= ZTg/ ’ ezm[f_gT]Idx =
p 1

= (i )

g L l

¥

iy, (sl —2)
—ng( (7 (29 — 2))) ) Zm

g9

dove si e tenuto conto che % = z € N. Ne consegue che al prim’ordine il poten-
ziale rimuove la degenerazione per i soli autostati dell’impulso la cui differenza



¢ 2j = zg. Per individuare quali sono questi autastati dell’impulso, poniamo
g = 0. Ne consegue che anche j = 0 ma questo caso & inopportuno visto che
¢ inutile fare la teoria delle perturbazioni sullo stato |0 > visto che esso non &
degenere con nessun’altro. Poniamo invece g = 1. Ne consegue che 25 = z = % .
Scriviamo ora j in termini del vettore d’onda k. Per le relazioni scritte sopra, k
¢legatoa jdak = 2% da cui si deduce che j = % ; sostituendo nella relazione

2
che lega j a z otteniamo:
9 k\ 1
or) L

k=

da cui:
7r
L
Ne consegue che i due vettori |k = T > e |k = —T > sisplittano in energia di un
fattore dato dalla soluzione del problema secolare per i due livelli in questione
e cioe:
AE, = Vo £ |V
Se si ripete questo ragionamento si vede che gli unici livelli che si splittano in
energia sono quelli dati da
lk l
P (i L
27 L

da cui .
k==
L
cioe gli unici livelli che si splittano (al prim’ordine) in energia sono solo le coppie
|k = —9% > e |k = 9% >quelle per cui quindi la differenza in termini del vettore
d’onda e paria a
2mg
Ak = —=
L
e lo split in energia in funzione dell’intero g (che quindi diventa I'indice di banda)

vale:

AE =2|V,|

. Ovviamente il discorso fatto vale, come detto in precedenza, solo per gli stati
tali che 25 = zg per cui si splitterebbero solo i livelli che soddisfano quella
condizione. In realta tutti i livelli di energia che sono intorno a quelli per cui
¢ soddisfatta quella condizione, subiscono anch’essi uno split visto che sono
praticamente quasi degeneri con i livelli che si splittano. Questo & vero perche
vale la condizione L <[ per cui i livelli energetici sono abbastanza densi.



